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§ 1. Теоретична частина
1.1. Рiвняння руху
Розглянемо замкнуту систему двох матерiальних точок, якi взаємодiють мiж собою.
Центр мас цiєї системи рухається рiвномiрно i прямолiнiйно.
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Рис. 1. На рисунку точки
C та O рознесенi для на-
глядностi
Задача двох тiл просто розв’язується в системi з початком
в центрi мас, тобто R⃗ = 0, який рухається поступально [1, стор.
44].
Позначимо маси частинок черезm1 таm2, їх радiус-вектори,
проведенi вiд центру мас, вiдповiдно r1 та r2 (рис. 1). Нехай
r – вектор, проведений вiд тiла m2 до m1. З означення радiус-
вектора центру мас маємо:
m1r⃗1 +m2r⃗2 = 0. (1)
З рисунка випливає спiввiдношення мiж радiус-векторами:
r⃗ = r⃗1 − r⃗2 (2)
Двi останнi рiвностi дозволяють виразити радiус-вектори r⃗1 та r⃗2 через вектор r⃗, що
з’єднує тiла m1 до m2. Маємо:
r⃗1 =
m2
m1 +m2
r⃗ (3)
r⃗2 = − m1
m1 +m2
r⃗ (4)
(5)
В класичнiй механiцi рiвняння руху тiл масами m1 та m2 є законами Ньютона:
m1 ¨⃗r1 = −Gm1m2
r3
r⃗,
m2 ¨⃗r2 = G
m1m2
r3
r⃗.
При переходi до системи центра мас цi рiвняння зводяться до
M
¨⃗
R = 0, (6)
µ¨⃗r = −Gm1m2
r3
r⃗, (7)
де M = m1 +m2 – сумарна маса двох тiл, µ — приведена маса:
µ =
m1m2
m1 +m2
. (8)
Таким чином задача двох тiл розпадається на задачу про поступальний рух центру
мас i задачу про рух матерiальної точки масою µ в центральному потенцiалi. При-
скорення центра мас дорiвнює нулю, тобто вiн рухається iз постiйною швидкiстю,
однак вiдносний рух матерiальних точок складнiший.
З рiвняння руху (7) (див. далi) випливає, що приведена маса рухається по однiй з
кривих другого порядку (елiпсу, гiперболi чи параболi).
Але при використаннi результатiв розв’язку рiвняння (7) необхiдно пам’ятати, що
приведена маса, яка рухається на кiнцi радiус-вектора r пiд дiєю силового центру, котрий
знаходиться в початку координат системи центра мас, лише зображує рух. Пiсля того,
коли рiвняння руху (7) проiнтегроване, слiд переходити до реального руху двох тiл
масами m1 та m2 згiдно рiвнянь (3) та (4).
Очевидно, що траєкторiї руху приведеної маси i тiл будуть подiбними кривими
вiдносно центру мас, а вiдношення подiбностi є обернене вiдношення мас, тобто:
r1
r2
=
m2
m1
.
Тобто, якщо рух приведеної маси є колом, то i рух тiл також буде коловим (див. 2), i
якщо рух приведеної маси буде елiптичним, то i рух тiл також буде елiптичним (див.
рис. 3 та 4).
Диференцiюючи (3) та (4) за часом, знайдемо швидкостi тiл в залежностi вiд швид-
костi приведеної маси:
v⃗1 =
m2
m1 +m2
v⃗ (9)
v⃗2 = − m1
m1 +m2
v⃗ (10)
(11)
Через приведену масу системи виражаються i основнi динамiчнi параметри системи
— енергiя, iмпульс, момент iмпульсу.
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Рис. 2. Рух тiл по елiптичним орбiтам. Випадок m1 = m2
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Рис. 3. Рух тiл по елiптичним орбiтам. Випадок m1 = m2
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Рис. 4. Рух тiл по елiптичним орбiтам. Випадок m2 > m1
1.2. Закони збереження
Тепер приступимо до iнтегрування рiвняння руху (7). Дана задача, тобто задача
про рух матерiальної точки в центральному потенцiалi, спрощується, якщо застосувати
закони збереження енергiї та моменту iмпульсу (див. наприклад [2, стор. 334, §57]):
3
E =
µ ˙⃗r2
2
+ U(r) = const,
L⃗ = µ[r⃗ × ˙⃗r] = const.
Вектор моменту iмпульсу перпендикулярний як до радiус-вектора матерiальної точки,
так i до її вектора її швидкостi. Тому рух матерiальної точки завжди залишається в
площинi, перпендикулярнiй до L⃗.
L⃗ = const
r⃗
v⃗
Рис. 5. Графiчне пояснення, чому орбiта є плоска крива
Оскiльки v⃗ = ˙⃗r = vre⃗r + vφe⃗φ, а v2 = v2r + v2φ то
L
µ
= [r⃗ × ˙⃗r],
L
µ
= [r⃗ × ˙⃗r],
L
µ
= [r⃗ × v⃗r] + [r⃗ × v⃗φ],
L
µ
= [r⃗ × v⃗r]︸ ︷︷ ︸
=0
+[r⃗ × v⃗φ],
L
µ
= [r⃗ × v⃗φ].
Отже, в полярнiй системi координат (оскiльки v⃗φ⊥r⃗) iз вiссю z вздовж L⃗ рiвняння
руху записуються:
µ(r˙2 + r2φ˙2)
2
+ U(r) = E,
µr2φ˙ = L.
Потенцiальна енергiя взаємодiї тiл:
U(r) = −Gm1m2
r
(12)
Зробимо деякi перепозначення:
m1m2
µ
= m1 +m2,
4
G(m1 +m2) = α,
З урахуванням перепозначень запишемо закони збереження:
µ(r˙2 + r2φ˙2)
2
− α
r
=
E
µ
, (13)
r2φ˙ =
L
µ
. (14)
Виразимо з (5) r2 та пiдставимо в (13):
r˙2
2
=
E
µ
−
(
L2
2µ2r2
− α
r
)
, (15)
Величина в дужках у рiвняннi (15), називається питомий ефективний потенцiал:
Ueff
µ
=
L2
2µ2r2
− α
r
(16)
1.3. Параметри орбiти
Eколо
r0rmin rmax
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Рис. 6. Ефективний потенцiал
Точки повороту можна знайти з умови E = Ueff , тобто, коли радiальна швидкiсть
дорiвнює нулю r˙ = 0 (див. рис. 6):
E
µ
=
L2
2µ2r2
− α
r
(17)
Дане рiвняння має два розв’язки:
rmin,max = −αµ
2E
(
1±
√
1 +
2L2E
µ3α2
)
(18)
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Знак «+» вiдноситься до rmax – апоцентру, а знак «−» вiдноситься до rmin – перицентру.
У випадку колового руху, рiвняння (17) має один розв’язок, rmin = rmax = R, де R –
радiус кола, який можна знайти з як
R = −αµ
2E
. (19)
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ba
F1 F2
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rmax−rmin
2
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2b
Рис. 7. Зв’язок a та b з rmax та rmin
Параметри елiпса:
a – велика пiввiсь,
b – мала пiввiсь,
зв’язанi з rmax та rmin згiдно геометрiї (рис. 7) формулами:
a =
rmax + rmin
2
, (20)
b =
√
rmaxrmin. (21)
1.4. Зв’язок параметрiв орбiти з енергiєю та моментом iмпульсу
Додамо rmax та rmin з (18) i врахуємо (20), отримаємо:
E = −αµ
2a
(22)
Знайдемо зв’язок мiж L та параметрами елiпса. Для цього застосуємо рiвняння (15)
для точок повороту, в яких r˙ = 0:
0 =
E
µ
−
(
L2
2µ2r2max
− α
rmax
)
,
0 =
E
µ
−
(
L2
2µ2r2min
− α
rmin
)
,
Вiднiмемо вiд першого рiвняння друге i виразимо L/µ:
L
µ
=
√
2α
rmaxrmin
rmax + rmin
(23)
З цього рiвняння враховуючи (20) та (21) можна виразити через них (23):
L
µ
= b
√
α
a
(24)
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1.5. Секторiальна швидкiсть та перiод обертання
Секторiальна швидкiсть тiла визначається як площа, яку замiтає радiус-вектор r⃗
планети за одиницю часу. Знайдемо, яку площу dS замiтає радiус-вектор за час dt з
(рис. 8):
dS =
1
2
|r⃗ × dr⃗ | = 1
2
∣∣∣r⃗ × ˙⃗r ∣∣∣ dt
Оскiльки L⃗ =
[
r⃗ × µ˙⃗r
]
, то остання формула приймає вигляд:
dS =
1
2
L
µ
dt
Проiнтегруємо останню рiвнiсть:∫
dS =
1
2
L
µ
∫
dt
Iнтеграл в лiвiй частинi дає площу елiпса, яка дорiвнює πab, а iнтеграл праворуч
дає перiод обертання тiла.
Отже, перiод планети визначається як:
T =
2πab
L/µ
(25)
Використавши (24), виразимо перiод обертання через параметри елiпсу:
T 2 =
4π2a3
α
(26)
Останнiй вираз є третiм законом Кеплера.
F r⃗
d⃗r
dS
Рис. 8. Визначення секторiальної швидкостi
1.6. Траєкторiя руху частинки в задачi Кеплера
Якщо одне з тiл системи має масу, яка набагато бiльша за масу iншого тiла, то
задача двох тiл з потенцiалом ∼ 1
r
називається задачею Кеплера. Нехай m2 ≫ m1, тодi
(перепозначимо m1 = m):
µ =
m1m2
m1 +m2
≈ m, (27)
а, ефективний потенцiал з (16) приймає вигляд:
Ueff
m
=
L2
2m2r2
+
U(r)
m
(28)
Отже, задача Кеплера – це задача на визначення траєкторiї руху частинки, масою
m в ефективному потенцiалi вигляду (28)
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Траєкторiєю руху тiла є залежнiсть (в полярних координатах) радiальної координати
r вiд полярної φ, тобто функцiя r = r(φ) . Для того, щоб знайти цю функцiю, зручно
розглянути закони збереження. Перепишемо їх ще раз:
r˙2
2
=
E
m
−
(
L2
2m2r2
+ V (r)
)
, (29)
L
m
= r2φ˙ (30)
де V (r) = U(r)
m
– звичайний потенцiал (неефективний), який за означення дорiвнює
потенцiальнiй енергiї одиничної маси.
З першого рiвняння можна виразити r˙:
dr
dt
=
√
2
m
(E − U(r))− L
2
m2r2
(31)
З другого (30):
dφ
dt
=
L
mr2
(32)
Для отримання рiвняння траєкторiї (r = r(φ)), треба виключити dt, тобто:
dφ =
L
r2
dr√
2
m
(E − U(r))− L2
m2r2
, (33)
або
φ =
∫ L
r2
dr√
2
m
(E − U(r))− L2
m2r2
+ const, (34)
Далi, все залежить вiд того, який має вигляд вираз для потенцiальної енергiї. Якщо
U = α
r
, де α < 0, то це звичайний «притягуючий» потенцiал, i розв’язок задачi є одна
з кривих (елiпс, гiпербола чи парабола) вiдомий вам з лекцiй. Якщо ж α > 0, то це
«вiдштовхуючий» потенцiал.
Проiнтегруємо (34).
Введемо позначення (для зручностi):
L
mr
= x (35)
dx = − L
mr2
dr (36)
Тодi (34) перепишеться у виглядi:
φ = −
∫
dx√
2E
m
− x2 − 2α
L
x
+ const, (37)
Згiдно таблицi iнтегралiв вiд iррацiональних функцiй:
∫
dx√
ax2 + bx+ c
= − 1√−a arcsin
2ax+ b√
b2 − 4ac + const ( a < 0, 4ac− b
2 < 0) (38)
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Iнтеграл має розв’язок:
φ = − arcsin −2x−
2α
L√
4α2
L2
+ 8E
m
+ const (39)
Спростимо:
φ = arcsin
2L
mr
+ α
L√
α2
L2
+ 2E
m
+ const (40)
При r = rmin (в перицентрi) кут φ покладемо рiвним нулю.
Поки що нiде не враховувався знак α.
Введемо позначення:
e =
√
1 +
2E
m
L2
α2
, (41)
а
p =
L2
mα
. (42)
Отже,
p
r
= ±1 + e cosφ (43)
Є рiвняння кривих другого порядку в полярних координатах.
§ 2. Основнi формули задачi двох тiл для фiнiтного руху
Закон збереження енергiї
µ(r˙2 + r2φ˙2)
2
− α
r
=
E
µ
(I)
Закон збереження моменту iмпульсу µr2φ˙ = L (II)
Комбiнацiя законiв збереження
r˙2
2
=
E
µ
−
(
L2
2µ2r2
− α
r
)
(III)
Точки повороту елiпсу rmax,min = −αµ
2E
(
1±
√
1 +
2L2E
µ3α2
)
(IV)
Параметри елiпсу a =
rmax + rmin
2
, (V)
b =
√
rmaxrmin. (VI)
Зв’язок енергiї та параметрiв елiпса
E
µ
= − α
2a
(VII)
Зв’язок моменту iмпульсу та параметрiв елiпса
L
µ
= b
√
α
a
(VIII)
Перiод обертаня приведеної маси T =
2πab
L/µ
(IX)
III Закон Кеплера T 2 =
4π2a3
α
(X)
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До цих рiвнянь слiд додати:
µ =
m1m2
m1 +m2
α =
Gm1m2
µ
= G(m1 +m2)
Всi формули цього роздiлу можна переписати для задачi Кеплера (див. 1.6), якщо
врахувати, що в цьому випадку
µ = m,
α = GM,
де M – маса силового центру (наприклад Сонця, в сонячнiй системi).
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§ 3. Розв’язки вибраних задач
Задача: Кравцов №7.8
Планета масою m рухається по елiпсу навколо Сонця таким чином, що найменша
i найбiльша вiдстанi її вiд Сонця дорiвнюють r2 та r1 вiдповiдно. Знайти момент
iмпульсу L цiєї планети вiдносно центру Сонця.
Розв’язок: Розв’язком даної задачi буде формула (VIII), та (V) i (VI).
Задача: Кравцов №7.13
Мiнiмальна вiдстань мiж компонентами подвiйної зiрки, що обертаються одна навколо
другої, дорiвнює r1. Вiдносна швидкiсть їх в цьому положеннi дорiвнює v1. Сума мас
обох компонентiв дорiвнює M Знайти вiдстань r2 мiж компонентами та їх вiдносну
швидкiсть v2 при максимальному вiддаленнi їх один вiд одного.
Розв’язок: Використаємо формулу (VIII) та (V) i (VI), з яких випливає:
L
µ
=
√
2G(m1 +m2)r1r2
r1 + r2
(1)
Також згадаємо що
L
µ
= v1r1 (2)
Пiдставивши (2) в (1), знайдемо r2. Швидкiсть планети знайдемо з закону збере-
ження iмпульсу:
v1r1 = v2r2 (3)
Задача: Iродов №1.248
Космiчне тiло рухається до Сонця , маючи далеко вiд нього швидкiсть v0 i прицiльний
параметр l – плече вектора v0 вiдносно центру Сонця (рис. 1.48). Знайти найменшу
вiдстань, на яке це тiло наблизиться до Сонця.
Розв’язок:
Використаємо (III) записавши його для найближчої вiдстанi (r˙ = 0), та врахуємо що
µ ≈ m. Крiм того, позначимо масу сонця M .
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Em
=
L2
2m2r21
− GM
r1
(1)
Оскiльки E = mv
2
0
2
, а L = mv0l, то формула (1) дає:
v20 =
v20l
2
r21
− 2GM
r1
(2)
Розв’язуючи останнє рiвняння, знаходимо r1, вiдкинувши негативний корiнь рiвняння,
як фiзично беззмiстовний.
Задача: БКФ №9.7
Орбiтальний рух подвiйних зiрок. Найбiльш масивна зiрка, вiдома в даний час –
це зiрка Дж.С. Пласкета. Вона є подвiйною зiркою, тобто складається з двох зiрок,
пов’язаних мiж собою силою тяжiння. З спектральних дослiджень вiдомо:
а) Перiод обертання цих зiрок навколо їх центру мас дорiвнює 14.4 доби
(1.2 · 106 с).
б) Швидкiсть руху кожної з компонент близько 220 км/с. Оскiльки швидкостi обох
компонент майже рiвнi за величиною (але протилежнi за напрямком), можна
припустити, що вони розташованi на однакових вiдстанях вiд центру мас i, отже,
їх маси майже однаковi.
За цими даними розрахуйте приведену масу µ i вiдстань мiж двома компонентами R.
Розв’язок: Приведена маса µ ≈ m2
2m
= m
2
.
Розглянемо уважно рис. 2. З цього рисунка видно, що вiдстань мiж компонентами
R дорiвнює радiусу траєкторiї приведеної маси.
Радiус кругової траєкторiї приведеної маси можна знайти з простої формули:
R =
vT
2π
=
v1T
π
(1)
де v – це швидкiсть руху приведеної маси, яка дорiвнює v = 2v1 = 2v2.
Масу можна знайти з закону Ньютона для руху приведеної маси:
µ
v2
R
= G
m2
R2
,
m
2
4v21
R
= G
m2
R2
,
2v21 = G
m
R
,
m
2
=
v21R
G
,
звiдки з (1), остаточно
µ =
v31T
πG
,
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Задача: ФТI №9.23
Штучний супутник рухається по колової орбiтi радiусом r навколо Землi. Яку радiальну
швидкiсть треба йому надати, щоб його орбiта стала елiптичною з перигелiєм r1?
Розв’язок:
A
v⃗
v⃗r
v⃗′P
v⃗′φP
r1
При радiальному поштовху, момент iмпульсу тiла не змiниться, тобто:
L = mvR = mvφP r1, (1)
Пiсля поштовху, енергiя у супутника змiнилась, але далi вона буде константою.
Запишемо енергiю для точки A енергiю, i для точки P i прирiвняємо їх:
mv2
2
+
mv2r
2
−GMm
R
=
mv′2φP
2
−GMm
r1
, (2)
Саму швидкiсть v – яка була в супутник до поштовху, може бути знайдена з закону
руху:
m
v2
R
= G
Mm
R2
. (3)
Цих рiвнянь достатньо, щоб розв’язати поставлену задачу.
vr =
√
G
M
R
(
R
r1
− 1
)
(4)
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Задача: ФТI №9.13
При русi в центральному полi швидкiсть частки масою m змiнюється згiдно iз законом
v = αr−
1
2 . Встановить залежнiсть сили вiд вiдстанi до центру поля r. Знайдiть
рiвняння траєкторiї частки у разi, коли її максимальне наближення до центру до
центру поля має величину r0.
Розв’язок: Знайдемо силу, що дiє на частинку:
F = −∂U
∂r
, (1)
U(r) = E − mv
2
2
= E − mα
2
2r
(2)
Оскiльки E = const, то
F = −mα
2
r2
(3)
Знайдемо траєкторiю руху частинки з рiвняння (34, 1.6).
Для нашого випадку:
E − U(r) = T = mv
2
2
=
mα2
2r
, (4)
L = mv(r0)r0 = mα
√
r0. (5)
Пiдставимо (36, 1.6), (4) та (5) в рiвняння (34, 1.6):
φ− φ0 = −
∫
dx√
α√
r0
x− x2
, (6)
де φ0 – константа iнтегрування.
Спiвставляючи табличний iнтеграл (38, 6) (b = α√
r0
, x =
α
√
r0
r
, a = −1, c = 0):
sin (φ− φ0) = b− 2x
b
= 1− 2x
b
= 1− 2r0
r
. (7)
Врахуємо, що при r = 0, φ = 0, з останнього рiвняння отримаємо φ0 = π2 , остаточно:
r =
2r0
1 + cosφ
(8)
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